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Приведен обзор основных моделей фантомных и топологически зацепленных полимерных сеток.
Развита теория анизотропной и неаффинной деформации набухших, а также подсушенных (при ча-
стичном удалении растворителя) сильно зацепленных полимерных сеток в атермическом и θ-рас-
творителях. Показано, что при слабых анизотропных деформациях подсушенной сетки трубка за-
цеплений состоит из фрактальных петлевых глобул. В θ-растворителе слабые деформации сетки
приводят к уменьшению перекрытия петлевых глобул без изменения их размеров. Деформации на-
бухших сеток, а также сильные деформации подсушенных сеток описываются моделью скользящей
трубки зацеплений. Выведен эффективный гамильтониан, определяющий энтропию фрактальных
петлевых глобул. На его основе показано, что топологические ограничения могут быть описаны с
помощью аналогии полимер–квантовая диффузия. Продемонстрирована связь между топологиче-
скими и квантовыми зацеплениями.
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ВВЕДЕНИЕ
Мой интерес к физике полимерных сеток был

в значительной степени инициирован работами
И.Я. Ерухимовича. Обычно в моем “твердотель-
ном” окружении задачи физики “мягких тел”
воспринимались на уровне реакции известного
физика: “Фу, какая гадость” [1]. Но мне повезло:
попавшая в руки кандидатская диссертация Иго-
ря [2] вдохновила меня на применение теории по-
ля в полимерных задачах. При таком подходе из-
вестные методы решения твердотельных задач от-
крывали новые перспективы для изучения
полимерных проблем.

1. Каждой конфигурации разветвленных поли-
меров можно поставить в соответствие диаграмму
Фейнмана некоторой нелинейной теории поля.
Этот подход был развит в диссертации Игоря.
И вместо кропотливого вычисления индексов
симметрии полимерных молекул за нас начинают
работать универсальные методы квантовой тео-
рии поля.

2. В твердых телах флуктуации обычно описы-
ваются в приближении случайных фаз, которое
было успешно применено Игорем для описания
слабо заряженных полиэлектролитов [3, 4]. Дан-

ный подход уже считается классикой физики за-
ряженных полимеров.

3. Изучение фазовых переходов из неупорядо-
ченной фазы в периодическую кристаллическую
решетку показало, что флуктуации в формирую-
щейся сверхструктуре подавлены [5]. Это наблю-
дение позволило описать микрофазное расслое-
ние в полимерах [6], теория которого успешно
развивалась в большом числе работ Игоря [7, 8].

4. В системе разветвленных полимерных моле-
кул может происходить переход золь–гель. В рам-
ках сделанных приближений Игорь предсказал,
что данный переход в термообратимых физиче-
ских гелях является фазовым переходом первого
рода [9, 10]. В то же время теоретико-полевое рас-
смотрение предсказывает, что такой “перколяци-
онный” переход не относится к фазовым перехо-
дам, столь привычным и обсуждаемым в стати-
стической физике, поскольку в точке перехода
никакие термодинамические величины не имеют
особенностей [11]. Но разобраться, почему физи-
ка полимеров может быть столь отличной от фи-
зики твердого тела, мы не успели…

В настоящей статье мы обсудим также анало-
гию постоянных (захваченных в условиях приго-
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товления) топологических зацеплений с движе-
нием заряженной частицы и, кроме того, наличие
тесной связи между топологическими и кванто-
выми зацеплениями, которая позволяет описать
временные (transient) топологические зацепле-
ния в кольцевых полимерах и сетках.

Совместные с Игорем обсуждения позволяли
лучше сформулировать наиболее интересные
проблемы, а также привлечь внимание к спор-
ным моментам их решений. Для меня главный
урок этих обсуждений заключался в том, что
нельзя полагаться только на математический
формализм, результат применения которого су-
щественно зависит от сделанных приближений.
Использованные математические инструменты
не должны мешать пониманию физики явлений.
Усложнять – просто, упрощать – сложно, как
гласит закон Мейера. Соответственно в данной
работе мы в основном будем обсуждать физиче-
ские концепции, следуя менее строгому, но инту-
итивно понятному скейлинговому подходу [12].
Со временем появлялись новые интересные зада-
чи, и активность смещалась от первоначальных
тем совместных обсуждений, но интерес Игоря к
физике полимерных сеток оставался неизмен-
ным.

Классическим работам по теории упругости
полимерных сеток уже более полувека [13–17],
однако каждый год появляются все новые идеи и
модели полимерных сеток. Упругость полимер-
ных сеток имеет энтропийное происхождение и
является результатом ограничения флуктуаций
полимерных цепочек из-за наличия между ними
сшивок и “топологических зацеплений” [17, 18].
Физика топологических зацеплений, пожалуй,
один из самых “запутанных” разделов физики по-
лимерных сеток. Дело в том, что невозможно дать
строгий и конструктивный формализм, адекватно
описывающий ее. В связи с этим рассмотрение
топологических зацеплений производится обыч-
но с помощью тех или иных плохо контролируе-
мых предположений.

В следующем разделе приведен обзор моделей
полимерных сеток и концепций топологических
зацеплений. Перед автором не стояла задача
“объять необъятное” в попытке описать все моде-
ли. Здесь скорее рассматриваются наиболее пер-
спективные (с точки зрения автора) модели с об-
суждением их основных достоинств и недостатков.
Основное внимание обращается на те физиче-
ские концепции, которые слабо освещены в лите-
ратуре. Новые результаты приведены в разделе
“Анизотропная деформация топологически за-
цепленных сеток”: на основе модели скользящих
петлевых трубок развивается теория деформации
сильно зацепленных сеток. Основные выводы ра-
боты суммированы в Заключении.

ОБЗОР ОСНОВНЫХ МОДЕЛЕЙ 
ПОЛИМЕРНЫХ СЕТОК

Цепи в полимерных сетках обычно сильно пе-
рекрываются друг с другом, что позволяет ис-
пользовать для их описания приближение сред-
него поля. В данном приближении флуктуации
цепей сетки подавляются двумя типами потенци-
алов: действующим на концы цепей из-за их связ-
ности с другими цепочками сетки и топологиче-
ским потенциалом, действующим на все мономеры
из-за топологического взаимодействия с сосед-
ними цепочками. Полимерные сетки классифи-
цируются на незацепленные и зацепленные в со-
ответствии с относительным влиянием этих двух
типов потенциалов на флуктуации цепей и ре-
зультирующую упругость сетки. В незацепленном
режиме потенциал сшивок более жесткий, чем
топологический потенциал, а в зацепленном ре-
жиме основной вклад в упругость сетки вносит
топологический потенциал.

Модели незацепленных сеток
В моделях незацепленных полимерных сеток

не учитываются топологические зацепления по-
лимерных цепей, которые могут свободно прохо-
дить друг через друга.

Аффинная модель. В этой модели предполага-
ется, что расстояния между концами полимерных
цепей изменяются аффинно с деформацией сет-
ки, в  раз в направлении осей координат

. В случае изотропного набухания/сжа-
тия (deswelling) сетки линейный коэффициент
деформации равен

(1)

(  и  – объемные доли полимера в условиях
приготовления и в деформированном состоя-
нии). При одноосном растяжении объем геля не
меняется и равен объему растворителя и полиме-
ра в нем. Поэтому коэффициенты деформации в
направлениях , перпендикулярных на-
правлению z растяжения сетки, равны

(2)

Зависимость напряжения от деформации в аф-
финной модели имеет вид

(3)

где k – постоянная Больцмана и T – абсолютная
температура. Модуль упругости данной модели
пропорционален плотности цепей сетки .

Фантомная модель. В более реалистичной мо-
дели фантомной сетки [9] концы цепей сетки со-
единены друг с другом поперечными сшивками.
Положения сшивок не зафиксированы в про-

αλ
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странстве, а могут флуктуировать. Также предпо-
лагается что полимерная сетка не имеет замкну-
тых петель (циклов) конечных размеров, состоя-
щих из цепей сетки. В такой модели все циклы
сетки имеют бесконечные размеры (проходят че-
рез поверхность сетки).

В приближении среднего поля упругость сосед-
них цепочек учитывается введением потенциала,
который действует только на концы рассматривае-
мой цепочки. Такой потенциал может моделиро-
ваться “эффективными цепочками”, каждая из
которых соединяет сшивку на конце цепочки с
аффинно-деформирующейся средой – фоном.
Эффективная цепочка описывает упругость бес-
конечного дерева из цепей, соединяющего концы
цепочки с поверхностью сетки [18]. Условием
применимости фантомной модели для реальных
сеток является большое число поколений

 такого дерева, которое логарифмиче-
ски зависит от степени перекрытия O цепей сет-
ки [19].

Полимерные сетки всегда имеют дефекты то-
пологической структуры, такие как циклы и
упруго-неэффективные цепочки, присоединен-
ные к сетке только одним концом, а потому не пе-
редающие напряжение в сетке [20]. Упругий мо-
дуль сдвига данной модели для сеток с дефектами
пропорционален разности  плотностей
упруго-эффективных (через которые передается
упругое напряжение в сетке) цепочек и сшивок, 
и .

Уменьшение модуля сдвига по сравнению с
аффинной моделью при заданной плотности це-
пей  обычно приписывают вкладу флуктуаций
положений сшивок в сетках. Однако можно пока-
зать, что модуль упругости не изменится, если
флуктуации сшивок полностью запретить [21].
Реальной причиной является меньшее число
циклов в фантомной модели по сравнению с ана-
логичной аффинной моделью (где каждая цепоч-
ка формирует индивидуальный цикл). Сдвиговые
напряжения в сетках могут передаваться только
циклическими структурами, деревья из цепей не
в состоянии поддерживать сдвиговую упругость.
Именно поэтому модуль сдвига пропорционален
числу  независимых циклов (минимального
числа цепей, которое необходимо разорвать для
получения односвязной древесной структуры)
сетки в единице объема. Зависимость напряже-
ния от деформации для данной модели имеет вид

(4)

Отметим, что различие между аффинной и фан-
томной моделями сетки соответствует различию
между моделью твердого тела Эйнштейна (атомы
флуктуируют вблизи своих средних положений) и
моделью Дебая (соседние атомы соединены упру-
гими связями).

∼ ln 1g O

ν − μ

ν
μ

ν

ν − μ

( )σ = ν − μ λ − λ2
z(   1/ )zkT

Циклы в сетке. Реальные сетки состоят из
большого числа сильно перекрывающихся и вза-
имосвязанных замкнутых циклов конечных раз-
меров. Вклад циклов в подавление флуктуаций
цепей сетки можно учесть, введя дополнитель-
ную эффективную цепь, соединяющую (шунти-
рующую) концы цепочки сетки. Модуль сдвига
такой сетки вычислен в работе [19] и находится в
согласии с результатами компьютерных симуля-
ций [21]. В первом порядке по концентрации
циклов результаты этой модели совпадают с вкла-
дом изолированных циклов в модуль упругости
сетки, найденным в работах [22, 23].

При сильном растяжении сеток в них образу-
ются и растут трещины. Разрыв сеток происходит
из-за разрыва “мостиковых” цепочек, соединяю-
щих противоположные поверхности трещин [24].
Сетки с большим размером петель локально име-
ют древесную структуру. При их сильном растя-
жении значительная часть энергии тратится не на
разрыв цепочек, а на упругую деформацию дере-
вьев из цепей, присоединенных к концам мости-
ковых цепочек. Существенно, что энергия может
аккумулироваться не в мостиковой цепочке, а в
конечном поколении (от нее) деревьев из цепей
[25]. Такие сетки обладают высокой прочностью
на разрыв.

Модели топологических зацеплений
Топологические взаимодействия полимерных

цепей сеток приводят к существенным отклоне-
ниям от предсказаний фантомных моделей. Регу-
лярный подход к описанию топологических огра-
ничений в полимерах основан на введении топо-
логических инвариантов, которые зависят только
от типа топологических зацеплений цепей, но не
от конкретных конформаций контуров цепей. За-
цепления двух полимерных цепей описываются
гауссовым инвариантом, и его величина равна
числу топологических зацеплений (linking num-
bers) этих цепей. Каждой конформации первой
цепочки с координатами  мономеров с ин-
дексами {s} можно сопоставить траекторию слу-
чайного блуждания заряженной броуновской ча-
стицы по “времени” . Движение такой частицы
во внешнем магнитном поле описывается эффек-
тивным гамильтонианом [26]

(5)

Интегрирование ведется по времени  движения
по контуру  первой цепи. Масса частицы

 обратно пропорциональна квадрату
размера b Куновского мономера (связи между со-
седними мономерами). Заряд частицы g ~ 1 опре-

( ){ }sx

s
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делен как величина, сопряженная числу зацепле-
ний цепочки. На частицу, находящуюся в точке x,
действует векторный потенциал , который
создается “током”, проходящим по контуру 
второй цепи

(6)

Интегрирование здесь ведется по времени  дви-
жения по контуру  этой цепи. К сожалению,
статистическая сумма цепочки с гамильтониа-
ном (5) может быть вычислена только для неко-
торых простейших конфигураций контура  вто-
рой цепочки, см. обзор [27].

Молекулярно-динамическое моделирование
конформаций двух зацепленных полимерных це-
пей позволяет непосредственно наблюдать топо-
логические зацепления между ними [28]. Такие
зацепления могут рассматриваться как контакты
между усредненными траекториями этих цепей, и
визуально они очень похожи на простые узлы
между двумя зацепленными веревками. Реальные
сетки состоят из большого числа взаимно пере-
крывающихся цепей с сильно флуктуирующими
контурами. Для описания топологических зацеп-
лений цепей в них приходится вводить бесконеч-
ную последовательность топологических инвари-
антов высшего порядка [29]. Из-за возрастающей
сложности такого подхода, описание топологиче-
ски зацепленных сеток возможно только на осно-
ве феноменологических моделей, основные из
которых будут рассмотрены ниже.

В сетках с топологически зацепленными це-
почками число N мономеров в цепочке (network
strand) велико по сравнению с числом мономеров

 в сегменте зацеплений (entanglement strand),
. Метод оценки величины  на основе

анализа как локальных, так и глобальных харак-
теристик цепей в расплаве был предложен в рабо-
те [30]. Отметим, что характер топологических
ограничений зависит не только от условий экспе-
римента, но и от способа формирования сетки.
В дальнейшем мы будем рассматривать только
сильно зацепленные сетки как в условиях приго-
товления, так и в условиях эксперимента.

Наличие зацеплений существенно изменяет
зависимость деформации сетки от приложенных
к ней сил. В случае одноосной деформации (2)
влияние зацеплений характеризуется отношени-
ем напряжения  к его зависимости от коэффи-
циента деформации для аффинной сетки (3)

(7)
При этом данное отношение рассматривается как
функция обратного коэффициента деформации

. Отклонения функции (7) от константы, соот-
ветствующей предсказаниям моделей аффинной
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и фантомной сеток, характеризуют вклад тополо-
гических зацеплений в упругость сетки.
В одноосно растянутых сетках (с ) наблюда-
емые отклонения хорошо описываются линей-
ной по  функцией Муни–Ривлина [31, 32]

(8)

Коэффициент C2 равен нулю для моделей аффин-
ной и фантомной сеток. Одно из первых обсужде-
ний зависимости (8) дается в обзоре Присса [33].
Связь макро- и микроскопических свойств поли-
мерных сеток рассматривается в обзоре [34].

Постоянные и временные зацепления. Тополо-
гические зацепления в сетках бывают захвачен-
ными (trapped) и временными (transient). При де-
формации сетки – ее набухании, сжатии при уда-
лении растворителя, а также анизотропной
деформации, число зацеплений, захваченных в
структуре сетки при ее сшивании (cross-linking),
остается неизменным, поэтому захваченные за-
цепления называются также постоянными. На
масштабе сегмента зацеплений из  мономеров
цепочка зацеплена с большим числом соседних
цепей (порядка 20 в расплавах). Именно наличие
большого числа перекрывающихся цепей позво-
ляет использовать методы теории среднего поля
для описания топологических зацеплений в по-
лимерах. Число перекрывающихся цепей суще-
ственно зависит от деформации сетки. В растяну-
тых сетках цепочки удаляются друг от друга и их
топологическое взаимодействие уменьшается.
В сжатых сетках степень перекрытия увеличива-
ется, приводя к появлению новых временных за-
цеплений.

Временные топологические зацепления рас-
путываются и вновь создаются в процессе термо-
динамических флуктуаций полимерных цепочек,
и их число зависит от деформации сетки. Экспе-
риментально отличие временных зацеплений от
постоянных проявляется в отсутствии плато в за-
висимости модуля упругости расплава полимер-
ных колец от частоты [35, 36]. Такое плато наблю-
дается в зацепленных полимерных сетках и рас-
плавах линейных цепей и может служить
индикатором образования трубки зацеплений.

Модель скользящих контактов. В модели
скользящих контактов (slip-links) [37, 38] тополо-
гические зацепления цепей сетки рассматрива-
ются как дополнительные сшивки – колечки, ко-
торые могут скользить вдоль цепочек не более
чем на некоторое заданное в модели расстояние
относительно своих средних положений (рис. 1a).
Модель принимает во внимание изменение поло-
жения зацеплений как за счет термодинамиче-
ских флуктуаций, так и за счет деформации сетки.
Однако она вводит в теорию добавочный фено-
менологический параметр, определяющий мак-

λ >z 1

−λ 1
z

−λ = + λ1
1 2*( ) /z zf C C

eN



ВЫСОКОМОЛЕКУЛЯРНЫЕ СОЕДИНЕНИЯ. Серия С  том 65  № 1  2023

УПРУГОСТЬ СИЛЬНО ЗАЦЕПЛЕННЫХ ПОЛИМЕРНЫХ СЕТОК 35

симальное смещение колечек. Данный параметр
не может быть вычислен из микроскопической
теории и обычно выбирается из условия наилуч-
шего соответствия конкретному эксперименту,
что, конечно, сильно ограничивает предсказа-
тельную силу теории.

В реальных сетках цепочка перекрывается на
масштабе сегмента зацеплений не с одной цепоч-
кой (как на рис. 1a), а с очень большим их числом.
Соответственно коэффициент перекрытия суще-
ственно зависит от деформации сетки. Эта зави-
симость не учитывается в модели скользящих
контактов, в которой фиксированы как число ко-

лечек, так и их максимальные смещения вдоль
цепей.

Модель сетки со скользящими кольцами. При
отсутствии ограничений на максимальное сме-
щение колечек, которые, однако, не могут прохо-
дить через друг друга, модель скользящих контак-
тов описывает уникальные сетки со скользящими
кольцами (slide-ring networks). Такие сетки были
синтезированы экспериментально [39], и было
показано, что они способны растягиваться без
разрыва до высоких значений коэффициента рас-
тяжения (  в работе [40] против 
для сеток из обычных сшитых цепей). В данной
модели цепочки свободно протягиваются через

λ =max 13 λ ∼max 3

Рис. 1. а: В модели скользящих контактов зацепления двух цепей моделируются колечками, которые могут скользить
вдоль цепей не более чем на заданное расстояние. б: Сетки со скользящими кольцами. При сшивании кольца случай-
ным образом соединяются попарно. Несшитые кольца показаны зеленым цветом. Кольца могут скользить по цепоч-
ке, но не могут проходить друг через друга. Красные бусины на концах цепи представляют собой массивные концевые
группы, которые предотвращают соскальзывание колец с цепи. в: Модель цепочки в решетке зацеплений. Полимер
не может пересекать ребра этой решетки. Красные бусины обозначают сшивки с другими цепями сетки. Цветные ри-
сунки можно посмотреть в электронной версии.

(a) (б)

(в)
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кольца и могут перераспределять свою длину (как
за счет флуктуаций, так и за счет деформации сет-
ки) между разными сегментами, соединяющими
соседние кольца. Решение этой модели в прене-
брежении флуктуациями в пространственном по-
ложении колец получено в работе [41]. Высокая
прочность на разрыв таких сеток связана с тем,
что при их сильном растяжении цепочка вытяги-
вается из сегментов, направленных вдоль осей
сжатия, в сегменты, направленные вдоль оси
максимального растяжения (см. также модель
скользящей трубки). Максимальное растяжение

 такой цепочки с длиной N, равной
суммарной длине цепи в таких сегментах, значи-
тельно превышает максимальное растяжение од-
ного сегмента в аналогичной сетке с “намертво”
сшитыми цепями.

Модель полимера в решетке зацеплений. В дан-
ной модели топологические ограничения моде-
лируются тем, что полимерная цепь в процессе
своего движения не может пересекать препят-
ствия – ребра решетки зацеплений (рис. 1б).
Конформации цепей сетки могут рассматривать-
ся как траектории случайного блуждания вдоль
трех ортогональных направлений решетки. Тра-
ектория цепочки в решетке зацеплений содержит
незацепленные замкнутые петли, статистика ко-
торых изучалась в работе [42]. При вытягивании
всех таких петель остается примитивный путь,
траектория которого определяет положение труб-
ки зацеплений с диаметром порядка расстояния
между препятствиями [42]. Отметим, что эта мо-
дель является типичной теорией среднего поля, в
которой топологические ограничения, наклады-
ваемые цепями друг на друга, моделируются вза-
имодействием цепей с решеткой препятствий.
Взаимодействие характеризуется числами сег-
ментов примитивного пути, направленных вдоль
главных осей деформации сетки. Динамика по-
лимерной цепи в решетке препятствий изучалась
в работах [43, 44].

При использовании модели полимера в решет-
ке зацеплений для описания упругости полимер-
ной сетки предполагается, что числа сегментов
примитивного пути не меняются при ее деформа-
ции, а расстояние между препятствиями изменя-
ется аффинно с изменением размеров образца.
В работах [45–47] модель полимера в решетке за-
цеплений была решена в случае, когда шаг слу-
чайного блуждания совпадает с расстоянием
между препятствиями. Обобщение модели на
случай более мелких шагов случайного блужда-
ния предложено в работе [48].

Введение решетки препятствий позволяет мо-
делировать эффект подавления флуктуаций це-
пей сетки из-за их топологического взаимодей-
ствия с окружением. Однако в данной модели
внутренние напряжения передаются не соседним

λ ∼ 1/2
max N

цепочкам сетки, а фиктивной решетке препят-
ствий. В связи с этим она не учитывает локаль-
ный баланс напряжений в сетке, который приво-
дит к существенно неаффинной деформации це-
пей в растянутых сетках. Кроме того, модель
принимает во внимание только захваченные за-
цепления и не учитывает появление временных
зацеплений в сжатых сетках.

В деформированной сетке нарушается пред-
полагаемая в модели симметрия между сегмента-
ми, направленными вдоль и против направления
деформации. Далее, в реальных сетках направле-
ние сегментов примитивного пути, вообще гово-
ря, не совпадает с одним из трех направлений де-
формации сетки. При анизотропной деформации
данный эффект приводит к перераспределению
сегментов примитивного пути между направле-
ниями растяжения–сжатия, которое также не
учитывается в рамках модели. Эти и другие осо-
бенности модели полимера в решетке зацеплений
привели к необходимости разработки моделей
трубки.

Модели трубки. Равновесные конформации
гибких линейных цепей в расплаве не зависят от
наличия топологических ограничений. Тополо-
гические зацепления влияют только на динамику
полимерного расплава. Для ее описания была
предложена модель трубки [49]. В ней предпола-
гается, что флуктуации сильно зацепленной це-
почки ограничены объемом трубки. Цепочка мо-
жет покинуть трубку только через ее концы,
поэтому основным механизмом диффузии мак-
ромолекул в концентрированных системах явля-
ется рептационный [12, 50, 51]. В результате
флуктуационного движения цепочки вдоль труб-
ки она выползает из нее, формируя новую трубку
зацеплений. Оценки параметров трубки из экспе-
риментальных данных обсуждаются в работе [52].

Топологические зацепления в сетчатых поли-
мерах влияют не только на их динамические, но и
на равновесные свойства, для описания которых
также была использована модель трубки. В сетках
топологические взаимодействия между цепочка-
ми в силу их взаимной непересекаемости описы-
ваются гармоническими “топологическими по-
тенциалами”, ограничивающими флуктуации
цепочки, зацепленной с соседними цепями,
трубкой зацеплений [53–56]. Первоначально
влияние соседних цепей на конформации цепоч-
ки предлагалось моделировать на основе упругого
потенциала притяжения цепи к ее равновесному
положению – каналу [57, 58]. Необходимость мо-
дификации такой модели обсуждается в работах
[59–62]. Отметим, что топологические потенциа-
лы можно представлять себе в виде “виртуальных
цепочек”, соединяющих мономеры цепей сетки в
точках  с аффинно-деформирующимся фоном
(рис. 2).

ix
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М о д е л ь  а ф ф и н н о й  т р у б к и.  В класси-
ческой модели аффинной трубки Эдвардса пред-
полагалось, что точки  присоединения вирту-
альных цепочек к нефлуктуирующему фону в
условиях приготовления следуют траектории
примитивной цепи (красная линия на рис. 1a).
Такая цепочка вморожена в фон и аффинно дефор-
мируется с ним. Виртуальные цепочки удерживают
мономеры полимерных цепей близко друг к другу и,
следовательно, обеспечивают эффективное притя-
жение между ними. Притягивающий потенциал
виртуальных цепочек локализует флуктуации ре-
альной цепи в трубке зацеплений, центрирован-
ной вдоль аффинно деформируемого примитив-
ного пути (штриховая линия на рис. 2a).

Таким образом, модель предполагает, что до
сшивания в сетку цепочки имеют конформации,
отличные от идеальных гауссовых цепочек. Кро-
ме того, она не учитывает зависимость топологи-
ческих взаимодействий между зацепленными це-
почками сетки от степени их перекрытия друг с
другом, которое существенно зависит от дефор-
мацией сетки. При набухании сетки ее цепочки
удаляются друг от друга, и их топологическое вза-
имодействие, описываемое топологическим по-
тенциалом виртуальных цепочек, уменьшается.
Следовательно, жесткость топологического по-
тенциала должна уменьшаться с набуханием по-

iX

лимерной сетки при добавлении в нее раствори-
теля и увеличиваться с ее сжатием (deswelling) при
удалении растворителя из сетки.

М о д е л ь  н е а ф ф и н н о й  т р у б к и. Кор-
ректный учет конформаций полимерных цепей
сетки как в условиях приготовления, так и в де-
формированном состоянии обеспечивает модель
неаффинной трубки [63, 64]. В ней предполагает-
ся что точки присоединения (показанные черны-
ми крестиками на рис. 2б) виртуальных цепей к
фону разбросаны в пространстве случайно и с
большой амплитудой по сравнению с диаметром
трубки зацеплений . Это приводит к эффектив-
ному отталкиванию мономеров цепи из-за их от-
тягивания друг от друга виртуальными цепочка-
ми. Координаты  точек присоединения к фону
выбираются из условия компенсации в условиях
приготовления такого отталкивания и эффектив-
ного притяжения мономеров цепи в трубке за-
цеплений. В результате воспроизводятся “пра-
вильные” (гауссовые в случае приготовления в
расплаве или θ-растворителе) конформации по-
лимерных цепей в условиях приготовления сетки.
Координаты центра трубки зацеплений (штрихо-
вая линия на рис. 2) определяют траекторию при-
митивного пути, и в данной модели она деформи-
руется неаффинно с деформацией сетки. В работе
[65] предложен компьютерный алгоритм для по-

a

iX

Рис. 2. Цепочка сетки (синяя) в трубке зацеплений с диаметром . Центральная (штриховая красная) линия трубки за-
цеплений определяет траекторию примитивного пути. Виртуальные цепочки (зеленые) связывают мономеры цепи
сетки в точках  с аффинно-деформирующимся фоном в точках  (крестики). a: В модели аффинной трубки вирту-
альные цепи имеют фиксированную длину и присоединены к мономерам вмороженной в фон первичной цепочки
(красная). б: В модели неаффинной трубки длина виртуальных цепочек зависит от деформации, а точки  их присо-
единения к фону случайно разбросаны в пространстве.
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строения траектории примитивного пути в зацеп-
ленных полимерных расплавах. Показано, что
максимумы кривизны примитивного пути цепоч-
ки сильно коррелируют с контактами между при-
митивными путями других цепей в соответствии с
наивным представлением о топологических за-
цеплениях.

В модели неаффинной трубки зависимость
числа мономеров виртуальных цепей от деформа-
ции определяется условием самосогласования.
Аналогично решетке зацеплений на рис. 1в вир-
туальные цепочки в действительности не суще-
ствуют; они введены только для описания влия-
ния соседних цепей на конформации цепи сетки.
Но в отличие от модели полимера в решетке за-
цеплений виртуальные цепочки не вносят прямо-
го вклада в упругое напряжение сетки, которое
определяется исключительно вкладом реальных
цепей сетки [66]. Это условие самосогласования в
модели неаффинной трубки учитывает локаль-
ный баланс упругих напряжений в сетке. Следую-
щее из него изменение жесткости топологическо-
го потенциала с деформацией сетки предполагает
возможность того, что даже если цепочки сетки
были топологически зацеплены в условиях при-
готовления, они могут эффективно распутаться
при набухании: захваченные в сетке зацепления
все еще существуют, но влияние топологического
потенциала становится слабее, чем влияние по-
тенциала из-за поперечных сшивок. Предсказа-
ния модели неаффинной трубки находятся в со-
гласии с компьютерными симуляциями методом
Монте-Карло [67].

М о д е л ь  с к о л ь з я щ е й  т р у б к и. В слу-
чае анизотропного растяжения сетки полимер-
ные цепочки вытягиваются из сегментов трубки
зацеплений, направленных вдоль осей сжатия, и
втягиваются в сегменты, направленные вдоль оси
максимального растяжения. Перераспределение
звеньев цепочки между сегментами трубки огра-
ничивается энтропией скольжения топологиче-
ских зацеплений вдоль цепочек. Этот эффект
учитывается в модели скользящей трубки (slip-
tube) [68], основные результаты которой были
подтверждены экспериментально [69]. Аналити-
ческое решение данной модели может быть полу-
чено только приближенно, и в работе [70] модель
была переформулирована в терминах стохастиче-
ских дифференциальных уравнений, более под-
ходящих для моделирования броуновской дина-
мики. Численные симуляции такой динамиче-
ской “модели скользящих контактов” (Slip-Link
Model) демонстрируют, что она хорошо описыва-
ет экспериментальные данные по растяжению се-
ток.

При сжатии полимерных сеток за счет удале-
ния из них растворителя жесткость топологиче-
ских потенциалов увеличивается, и флуктуации

цепей сетки ограничиваются трубкой меньшего
диаметра. Модели неаффинной и скользящей
трубок предполагают, что цепочки сетки являют-
ся идеальными гауссовыми на масштабах длины
порядка диаметра трубки и предсказывают, что
количество захваченных зацеплений должно уве-
личиваться при сжатии сетки [66]. Однако по-
скольку структура сетки зафиксирована при ее
сшивании, число захваченных (постоянных) за-
цеплений не может превышать их количество в
условиях приготовления. Следовательно, добавоч-
ные топологические зацепления, появляющиеся
при сжатии сетки, могут быть только временными.

Модели незацепленных колец в расплаве. Из-за
наличия временных топологических зацеплений
конформации топологически незацепленных
(nonconcatenated) колец в расплаве существенно
отличаются [39, 40] от идеальных гауссовых кон-
формаций линейных цепей в зацепленных поли-
мерных растворах и расплавах. В отличие от ли-
нейных полимеров кольца находятся в более ком-
пактном “топологически стабилизированном
состоянии”. Сегмент кольца с числом мономеров l
большим, чем число мономеров  сегмента за-
цеплений, состоит из петель меньшего размера,
которые в свою очередь состоят из петель еще
меньшего размера и т.д. вплоть до масштаба сег-
мента зацеплений . Зацепленные сег-
менты цепочки имеют размер

(9)

Зависимость  (9) описывает пространствен-
ную укладку полимерного кольца за счет наличия
временных топологических зацеплений в фрак-
тальную петлевую глобулу (FLG) с размерностью

. В таком глобулярном состоянии потеряны
корреляции между пространственными положе-
ниями удаленных вдоль цепи мономеров (см. об-
суждение ниже).

М о д е л ь  д р о б н о г о  б р о у н о в с к о г о
д в и ж е н и я  (FBM). В работе [71] было предло-
жено рассматривать конформацию цепочки в то-
пологически стабилизированном состоянии как
траекторию дробного броуновского движения
(FBM). Феноменологически введенный гамиль-
тониан этой модели

(10)

зависит только от векторов связей между ближай-
шими мономерами, ,
которые играют роль шагов FBM. В уравнении (10)
мы добавили к оригинальному гамильтониану [71]
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первый член, который учитывает отсутствие то-
пологических зацеплений на масштабах, малых
по сравнению с сегментом зацеплений .

Обсудим сначала, почему этот гамильтониан
описывает процесс FBM. Связи s и  стягиваются
друг к другу квадратичным потенциалом, величи-
на которого зависит от расстояния  по
цепочке между ними и пропорциональна косину-
су угла между векторами связей (рис. 3a). По-
скольку такой потенциал минимален для проти-
воположно направленных векторов связей s и ,
на каждом шаге случайного блуждания FBM, ве-
роятность возвращения (инверсии) обратно
вдоль траектории значительно превышает веро-
ятность движения в прежнем направлении. В ре-
зультате происходит многократное возвращение
траектории FBM в уже посещенную область про-
странства.

ema

's

= − ′l s s

's

Физический смысл феноменологически вве-
денного гамильтониана (10) не обсуждался в ра-
боте [70]. Ниже предлагается его интерпретация в
рамках аналогии конформаций топологически
зацепленных цепей с траекториями движения за-
ряженной частицы (5). Для разъяснения смысла
гамильтониана (10) с помощью преобразования
Хаббарда–Страттоновича его второго члена вве-
дем векторный потенциал A. Эффективный га-
мильтониан, зависящий от переменных  и A,
принимает вид . Гамильтониан

 определяется уравнением (5) с единич-
ным зарядом g = 1 и описывает гауссовую невзаи-
модействующую цепочку, на связи которой дей-
ствует внешнее векторное поле A. Гамильтониан
этого поля, , определяется по вычислен-
ной с его помощью корреляционной функции

x
[ ] [ ]+,g envH Hx A A

[ ],gH x A

[ ]envH A

Рис. 3. Фрактальные модели полимерных колец в расплаве для учета временных зацеплений. a: В модели дробного
броуновского движения связи стягиваются квадратичными потенциалами. б: Двойные петли в модели решеточных
животных, “живущих” на решетке зацеплений. в: Самоподобная структура из неперекрывающихся друг с другом под-
глобул в модели складчатой глобулы. г: Самоподобная структура из взаимно перекрывающихся петель в модели фрак-
тальной петлевой глобулы. Сплошные кружки разного цвета показывают масштабы длины, на которой петли разного
размера перекрываются с соседями такого же размера; светлые круги показывают сегменты, с которыми перекрыва-
ются петли полимерного кольца, параметр перекрытия сегментов  не зависит от масштаба длины.

(a) (б)

(в) (г)

 1 O
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ПАНЮКОВ

векторного потенциала в точках  и  на контуре
цепочки

(11)

Символ Кронеккера  учитывает независи-
мость флуктуаций вдоль разных направлений

 в пространстве. Таким образом, га-
мильтониан (10) модели FBM находится путем
усреднения (11) статистического веса 
по флуктуациям поля A.

Аналогичный гамильтониан внешнего поля
 был получен в задаче о полимерном коль-

це, топологически зацепленном с бесконечной
цепочкой, заполняющей с конечной плотностью
макроскопический объем [72]. Векторное поле A
равно сумме вкладов цепей с током внешней сре-
ды: скейлинговая зависимость корреляционной
функции (11) от  находится подстановкой
векторного потенциала (6) такой цепи в уравне-
ние (11) и усреднением по конформациям рас-
сматриваемой цепочки. Такое усреднение соот-
ветствует приближению среднего поля для флук-
туирующих фрактальных цепочек.

Итак, мы показали, что модель FBM действи-
тельно описывает в приближении среднего поля
полимерное кольцо, топологически взаимодей-
ствующее со своим окружением. Однако свобод-

s 's
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ная энергия данной модели равна сумме упругих
энергий цепочки и окружающей среды. Чтобы
избежать многократного учета вклада тех же це-
пей в свободную энергию поджатой сетки [69],
следует найти энергию только фрактальных гло-
бул, которая не включает в себя вклад их окруже-
ния.

Мо д е л ь  р е ш е т о ч н ы х  ж и в о т н ы х. Од-
ной из первых для описания конформаций неза-
цепленных полимерных колец была предложена
микроскопическая модель решеточных живот-
ных [74, 75]. В ней топологические взаимодей-
ствия полимеров учитывались с помощью введе-
ния в полимерный раствор добавочной решетки
зацеплений (см. рис. 1в). Предполагалось, что по-
лимерные кольца в решетке зацеплений образуют
деревья с фрактальной размерностью , со-
стоящие из двойных петель (рис. 3б), поскольку
возвращение по контуру кольца происходит по
той же траектории, что и движение в прямом
направлении. Такое дублирование траектории
приводит к большим энтропийным потерям. Це-
почке выгоднее образовывать не двойные, а “оди-
нарные” петли. В связи с этим в модели декори-
рованных петель предполагается, что полимер-
ные кольца принимают вид древесных структур,
состоящих из скелетной петли, декорированной
более мелкими одинарными петлями различных
размеров [76].

= 4fd

Рис. 4. Трубка зацеплений в сжатой и одноосно-деформированной сетке. 0: В условиях приготовления сегмент зацеп-
лений из  мономеров имеет размер ; при удалении растворителя сегмент зацеплений сворачивается во
фрактальную петлевую глобулу (FLG) на масштабах от  до диаметра трубки a. 1: В атермическом растворителе
диаметр трубки изменяется аффинно . 1a: В θ-растворителе диаметр трубки неаффинно изменяется при

сжатии сетки, , и сегменты зацеплений перекрываются друг с другом. 2: При анизотропной деформа-
ции сжатой сетки цепочка имеет вид вытянутой струны из фрактальных петлевых глобул (FLG), размер которых
уменьшается с коэффициентом растяжения . (3) При сильном растяжении сетки  FLG исчезают.
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М о д е л ь  с к л а д ч а т ы х  г л о б у л. В рабо-
те [77] предполагалось, что цепочки сжатых по-
лимерных сеток имеют конформации складчатых
глобул. Первоначально идея коллапса линейной
цепочки во фрактальную складчатую глобулу бы-
ла предложена де Женом [78]. При резком ухуд-
шении качества растворителя полимерная цепь
коллапсирует самоподобным образом, образуя
кинетически захваченную складчатую глобулу,
структура которой зависит от кинетики коллапса.
Короткие сегменты зацеплений “складываются”
в подглобулы минимального размера. Сегменты,
состоящие из таких подглобул, складываются в
подглобулы больших размеров и т.д. (см. рис. 3в).
Полученная в результате этой процедуры склад-
чатая глобула имеет самоподобную структуру.
Предполагается, что все подглобулы плотно упа-
кованы (занимают весь объем цепочки), но не пе-
рекрываются друг с другом. Складчатые глобулы
медленно (из-за наличия самозацеплений) релак-
сируют в равновесное состояние фрактальных
петлевых глобул.

В работе A.Yu. Grosberg и S.K. Nechaev [77] бы-
ло предложено использовать модель складчатых
глобул также и для описания равновесных кон-
формаций колец. Подобно траектории цепочки в
случайном потенциале [79], траектория цепи в
складчатой глобуле многократно “отражается от
поверхности” подглобулы прежде чем преодолеть
высокий энтропийный барьер с соседней подгло-
булой. В модели [79] случайный потенциал обу-
словлен статическими (не меняющимися со вре-
менем) неоднородностями среды, поэтому его ве-
личина может значительно превышать .
Происхождение же многочисленных динамиче-
ских термодинамически равновесных потенци-
альных ям и барьеров с энергиями много выше

, способных удерживать подглобулы равновес-
ной складчатой глобулы от взаимного проникно-
вения, остается неясным. Отметим также, что по-
скольку траектория FBM многократно возвраща-
ется на всех масштабах длины в уже посещенные
области, она не в состоянии описать конформа-
ции складчатых глобул.

Мо д е л ь  ф р а к т а л ь н ы х  п е т л е в ы х
г л о б у л  (FLG). Как было показано в компью-
терных симуляциях, петли топологически неза-
цепленных колец сильно перекрываются друг с
другом (что противоречит модели складчатой
глобулы) [80]. Такие кольца образуют фракталь-
ные петлевые глобулы (FLG, рис. 3г) с фракталь-
ной размерностью , в которых число 
перекрывающихся участков цепей постоянно на
всех масштабах длины, превышающей диаметр
трубки раствора линейных полимеров при той же
концентрации [81, 82].

Выведем эффективный гамильтониан, описы-
ваюший конформации петлевой глобулы с фрак-

kT

kT

= 3fd  1O

тальной размерностью . В такой глобуле число
петель  с заданным числом мономеров 
пропорционально полному числу мономеров
кольца N и порядка единицы при . Поэтому
скейлинговое (степенное) выражение для функ-
ции  имеет вид

(12)
Как следует из выражения (12), большинство пе-
тель в FLG имеют малые размеры, порядка разме-
ра сегмента зацеплений  с числом мономеров

. Формирующиеся петли не замкнуты и име-
ют конечное расстояние r между их концами.
Упругая энергия гауссовой петли из l мономеров,

, пропорциональна квадрату ее разме-
ра, r2, и обратно пропорциональна квадрату
флуктуационного размера петли (9). Полная
энергия полимерного кольца равна сумме энер-
гий всех его петель:

(13)

Для гауссовой цепочки с координатами  сво-
бодная энергия кольца (13) переписывается
в виде

(14)

Интегрирование ведется по индексам мономеров
вдоль контура полимерного кольца. Первый член
в этом выражении определяет упругую энергию
связей между N мономерами кольца, а второй ра-
вен сумме упругих энергий всех петель в FLG
(учитываются оба направления обхода кольца).
Соответственно первый член в выражении (14)
доминирует на малых масштабах при l =
= , а второй – на масштабах, превы-
шающих размер зацепленного сегмента при

.
Усредняя  по всем конформа-

циям  с Больцмановским весом ,
находим функцию распределения расстояния

 между концами сегмента кольца из  моно-
меров

(15)

Среднеквадратичное расстояние 
между концами сегмента определяется эффек-
тивным числом мономеров l(1 – l/N) =
=  параллельного соединения
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двух сегментов кольца из l и  мономеров, 
определено в уравнении (9).

Отметим, что функция распределения (15)
описывает гауссовые конформации полимерного
кольца. Численные симуляции подтверждают
гауссовую статистику цепей в топологически ста-
билизированном состоянии [83, 71]. Чтобы понять
причину гауссовой статистики FLG, сравним ее с
цепью с исключенным объемом, конформации ко-
торой описываются моделью случайного блужда-
ния без самопересечений. Основной вклад в
энергию такой цепочки вносят петли максималь-
ного размера. Поскольку взаимодействие двух
последовательных сегментов цепи заданного раз-
мера велико, их флуктуации существенно скорре-
лированы. Это приводит к негауссовой статисти-
ке цепи с исключенным объемом. Основной
вклад в энергию FLG (уравнение (13)), наоборот,
вносят малые петли. Взаимодействие двух после-
довательных сегментов цепи FLG, состоящей из
большого числа статистически независимых ма-
лых петель, мало. Соответственно статистика
FLG остается гауссовой.

Подчеркнем также существенное отличие
фрактальных глобул от “обычных”. Полимерная
цепочка коллапсирует в обычные глобулы при
наличии притяжения ее мономеров [84]. В таком
глобулярном состоянии конформации цепочки
являются идеальными гауссовыми и характеризу-
ются фрактальной размерностью . Постоян-
ство мономерной плотности обеспечивается мно-
гократным отражением цепочки от поверхности
глобулы внутрь ее объема. В связи с этим боль-
шинство петель в обычных глобулах имеют размер
порядка диаметра глобулы  и состоят из
большого числа мономеров .

Координаты мономеров  полимерной
цепи могут рассматриваться как траектория слу-
чайного блуждания (FBM) частицы по “времени” s.
В рамках данной аналогии полученный гамиль-
тониан FLG (14) воспроизводит эффективное
действие в задаче о квантовой диффузии [85].
Энергия, диссипируемая при движении броунов-
ской частицы за время , равна упру-
гой энергии, запасенной во всех полимерных пет-
лях сегмента цепи длины l в модели FLG. Потеря
квантовой когерентности частицей из-за наличия
трения [86] описывает потерю корреляций в по-
ложении мономеров в глобулярном состоянии
цепочки. Таким образом, глобулярное состояние
цепи соответствует основному состоянию, в ко-
торое “сваливается” квантовая частица из-за на-
личия трения.

Отметим, что каждая квантовая диффузионная
задача имеет свой аналог в полимерной модели
FLG. Так, диффузия в эффективном потенциале

−N l ( )r l

= 2fd

≈ 1/3r bN

( )= 2 2/3/l r b N

( ){ }sx

= − >' 0l s s

описывает локализацию зацепленных цепочек в
полимерной сетке. Надбарьерное туннелирова-
ние связано с преодолением энтропийных барье-
ров при движении микроскопической частицы
через зацепленную сетку [87].

Модель петлевой трубки. Если сетка была по-
лучена сшиванием (cross-linking) полимерных це-
почек в растворителе, она может быть сжата
(deswollen) при (частичном) удалении раствори-
теля. При сжатии сеток их цепочки сближаются
друг с другом, и между ними возникают добавоч-
ные временные топологические зацепления, ана-
логичные зацеплениям в расплаве полимерных
колец.

В модели петлевой трубки (loopy tube) предпо-
лагается, что при сжатии сетки ее цепочки кол-
лапсируют во фрактальные петлевые глобулы
(FLG), которые имеют временные зацепления на
масштабах длины между диаметром  трубки
раствора линейных полимеров с концентрацией 
и диаметром a трубки из-за постоянных зацепле-
ний, захваченных при сшивании сетки. Посколь-
ку статистика FLG остается гауссовой (см. урав-
нение (15)), для их описания может быть исполь-
зована модель неаффинной трубки, в которой
блобы зацеплений имеют структуру FLG.

Топологические зацепления в условиях приго-
товления характеризуются числом мономеров
сегмента зацеплений при объемной доле полиме-
ра 

. (16)

Функция  определяет число мономеров сег-
мента зацеплений в растворе с объемной долей
полимера . В случае атермического растворителя

(17)

где  число мономеров сегмента зацеп-
лений в полимерном расплаве. В θ-растворителе

(18)

Размер сегмента временных зацеплений (для рас-
твора линейных полимеров) в деформированной
сетке с объемной долей полимера φ равен

(19)

Модуль упругости рассматриваемых зацеплен-
ных сеток в атермическом и θ-растворителях был
вычислен в работе [88].

АНИЗОТРОПНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
ТОПОЛОГИЧЕСКИ ЗАЦЕПЛЕННЫХ СЕТОК

В этом разделе мы воспользуемся моделью
петлевой трубки для описания анизотропных де-
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формаций сильно зацепленных сеток. Полимер-
ная сетка с введенным в нее растворителем назы-
вается полимерным гелем. На малых простран-
ственных масштабах такие гели имеют свойства
жидкостей, а на больших масштабах ведут себя
как твердые тела.

Аффинная длина
Флуктуации коротких сегментов цепей сетки

из  мономеров такие же, как и в полимерном
растворе до сшивания, а амплитуда флуктуаций
достигает насыщения при некотором . В
случае анизотропной деформации сетки  зави-
сит от направления цепочек (среднего вектора
между их концами). На масштабах длины

 превышающих размер  аффинного
сегмента (affine strand, здесь мы опускаем индекс
aff, использовавшийся в работе [87] для его обо-
значения) из  мономеров, сетка ведет себя как
упругое твердое тело. Отметим, что деформация
сеток существенно отличается от деформации
низкомолекулярных твердых тел, у которых аф-
финная длина  порядка расстояния между ато-
мами. Если деформация твердого тела полностью
характеризуется условиями эксперимента, упру-
гие свойства полимеров зависят также от условий
их приготовления, которые определяют структу-
ру полученной полимерной сетки. В “мягких те-
лах” – полимерах аффинная длина зависит от де-
формации сетки, и на масштабах, малых по срав-
нению с , деформация неаффинна.

Размер аффинного сегмента в направлении
 изменяется аффинно с деформацией

сетки,

(20)

где  размер сегмента в условиях приготов-
ления,  – коэффициент линейной деформации
сетки в направлении α, см. уравнения (1) и (2). В
случае изотропно набухших сеток число мономе-
ров аффинного сегмента  и аффинная длина

 не зависят от направления α. В случае незацеп-
ленных сеток  порядка числа мономеров N по-
лимерных цепей и не меняются с деформацией
сетки, а в сильно зацепленных сетках  зависит
от деформации.

Скейлинговая картина деформации гелей
Неаффинная деформация полимерной сетки с

топологически зацепленными цепочками описы-
вается моделью неаффинной трубки [66]. При
скейлинговом описании достаточно рассмотреть
цепочки, направленные только вдоль главных
осей деформации сетки  (которые пред-
ставляют проекции цепей на главные оси). Аф-

s

αs N
αN

( )α α> ,r R N αR

αN

αR

αR

α = , ,x y z

( ) ( )α α α α= λ 0 ,R N R N

( )α0R N
αλ

αN
αR

αN

αN

α = , ,x y z

финный сегмент вдоль оси α может быть пред-
ставлен как вытянутая струна из  блобов.
Каждый из таких блобов в условиях эксперимен-
та состоит из  мономеров и имеет размер , так
что аффинный размер равен .
В условиях приготовления сетки конформации
аффинного сегмента соответствуют траектории
трубки зацеплений из сегментов размера a0 =
= , состоящих из  мономеров, поэтому
размер аффинного сегмента из  мономеров в
условиях приготовления равен .
Поскольку аффинный сегмент деформируется
аффинно с макроскопической деформацией сет-
ки, в условиях эксперимента его размер равен

, уравнение (20). Приравнивая два при-
веденных выражения для , находим соотноше-
ние между  и :

(21)

В анизотропно-деформированной сетке диа-
метр трубки зацеплений  зависит от направле-
ния α и равен размеру сегмента зацеплений из 
мономеров. В растянутой (набухшей) сетке этот
сегмент имеет вид вытянутой струны из 
блобов с размером . Амплитуда
флуктуаций аффинного сегмента из  мономе-
ров  ограничивается трубкой зацепле-
ний с диаметром . Приравнивая полученные
выражения для , получаем

(22)

Из уравнения (22) получаем еще одно соотноше-
ние между числами мономеров аффинного сег-
мента и блобов:

(23)

Чтобы найти зависимость этих величин от , не-
обходимо конкретизировать структуру блобов за-
цеплений, которая существенно различается в
случаях растянутых и сжатых гелей.

Набухшие и растянутые гели
В растянутых сетках цепочки имеют только

постоянные зацепления, сформировавшиеся в
условиях приготовления сетки. В случае θ-рас-
творителя полимерные цепи являются гауссовы-
ми, и блобы в условиях приготовления и экспери-
мента имеют соответственно размеры

(24)

где функция  определена в (19), а b и  –
размеры куновских мономеров в деформирован-
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ном состоянии и в условиях приготовления сетки.
В дальнейшем мы будем полагать  и разли-
чать данные величины только для учета взаимо-
действия мономеров в атермическом растворите-
ле. На масштабах, больших по сравнению с соот-
ветствующими радиусами корреляции  и ,
взаимодействие исключенного объема приводит
к флуктуационной перенормировке размеров мо-
номеров [89, 90]; в случае атермического раство-
рителя она имеет вид

(25)

Здесь  и  – числа мономеров на масштабе ра-
диусов корреляции  и  соответственно.

Подставляя данное решение в уравнения (21) и
используя уравнение (24), получаем число моно-
меров аффинной цепочки для θ-растворителя

(26)

Это же выражение с перенормированными
размерами мономеров (уравнение (25)), справед-
ливо и для атермического растворителя. В случае
сетки, набухшей в хорошем растворителе, число
мономеров аффинного сегмента и диаметр труб-
ки равны

(27)

Свободная энергия анизотропно-деформирован-
ной сетки (на мономер) равна

(28)

Используя выражения (25) для перенормирован-
ных размеров мономеров, находим модуль сдвига
сетки, набухшей в атермическом растворителе
[77]

(29)

Сжатые гели

Рассмотрим теперь сильно зацепленную сетку,
из которой частично удален растворитель, так что
она сжалась в  раз (уравнение (1)).
Ниже мы опишем одноосное растяжение такой
сетки с коэффициентом  (уравнение (2)) в
случаях атермического и θ-растворителей.

Атермический растворитель. Р е ж и м  и з о -
т р о п н о г о  с ж а т и я  ( ). В условиях при-
готовления диаметр трубки зацеплений такой же,
как и в растворе полимерных цепочек с объемной
долей полимера ,
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(30)

В изотропно-деформированной сетке диаметр
трубки сегмента зацеплений равен

(31)

На масштабах от  до a цепочка сворачива-
ется во фрактальную петлевую глобулу (FLG)
(рис. 4.1).

Здесь и далее несколько равенств записано,
чтобы привлечь внимание к разным аспектам
скейлинговых зависимостей. Первое равенство в
уравнении (31) определяет размер FLG из  мо-
номеров. Второе равенство демонстрирует аф-
финную деформацию диаметра трубки зацепле-
ний,  – диаметр данной трубки в условиях
приготовления сетки с объемной долей поли-
мера . Наконец, третье равенство показывает
зависимость диаметра трубки от объемных долей
полимера  и  в условиях приготовления и экс-
перимента. Мы также приняли во внимание пе-
ренормировку размера мономера в хорошем рас-
творителе (уравнение (25)). Модуль сдвига сжато-
го геля равен

(32)

П е т л е в о й  р е ж и м  ( ). Образо-
вание петли во фрактальной петлевой глобуле
(FLG) невыгодно и стоит порядка kT. Поэтому
при анизотропном растяжении сетки размер FLG
уменьшается за счет выхода из нее наиболее
крупных петель порядка размера глобулы, в то
время как петли малого размера остаются неиз-
менными. Данный процесс может быть описан
моделью неаффинной трубки зацеплений с чис-
лом мономеров блобов  у цепей с направлением
α, равном числу мономеров FLG. В одноосно-
растянутой в  раз сетке аффинный сегмент
из  мономеров имеет вид линейной струны из
петлевых блобов, каждый из которых имеет раз-
мер  и состоит из  мономеров (рис.
4.2). Блоб имеет структуру FLG с размером

(33)

Здесь  – перенормированный размер мономе-
ра, определенный в уравнении (25). Отметим, что
из-за проскальзывания цепи вдоль контура труб-
ки большая часть длины цепи распределяется в
направлении z максимального растяжения сетки,
поэтому в дальнейшем мы ограничимся рассмот-
рением цепей сетки, ориентированных вдоль
данного направления. Условие аффинной дефор-
мации аффинного сегмента определяется уравне-
нием (21). Подставляя уравнение (19) для числа
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мономеров аффинного сегмента в уравнения (21)
и (33), получаем число мономеров в FLG

. (34)
С учетом уравнения (34) находится выражение
для числа мономеров аффинного сегмента

(35)
а также для диаметра трубки зацеплений (уравне-
ние (22)):

(36)

где диаметр трубки a изотропно сжатой сетки
определен в уравнении (30). Отметим, что число
мономеров FLG (уравнение (340), уменьшается
при растяжении, и при достаточно большом рас-
тяжении сетки FLG может полностью распутаться.

Н е а ф ф и н н ы й  р е ж и м  ( ). Фрак-
тальная структура на промежуточных масштабах
длины  исчезает в FLG при условии

(37)
т.е. при

(38)

Сильное одноосное растяжение, , описы-
вается моделью неаффинной трубки с гауссовой
статистикой FLG,

(39)
см. рис. 4.3.

В этом случае решение уравнений (21) и (39)
имеет вид

(40)

Число мономеров аффинного сегмента (уравне-
ние (23)) линейно растет с 

(41)
а диаметр трубки (уравнение (22)) увеличивается
как :

(42)
Отметим, что зависимости (41) и (42) являются
обычными выражениями для модели неаффин-
ной трубки. Единственным отличием является
перенормировка размеров мономеров из-за эф-
фектов исключенного объема на малых масшта-
бах (уравнение (25)), и коэффициента растяже-
ния полимерной сетки

(43)
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Уравнения (36) и (42) определяют свободную
энергию (на мономер) сжатой и одноосно дефор-
мированной сетки

(44)

В выражении (44) мы оставили только главный
вклад цепочек с направлением максимального
растяжения сетки.

Отметим, что в отличие от зацеплений, захва-
ченных при сшивании сетки, топологические за-
цепления в FLG являются временными, поэтому
конформации цепочки также изменяются (флук-
туируют) со временем. Их можно охарактеризо-
вать зависимостью расстояния между концами
сегмента цепочки , направленной вдоль оси z
максимального растяжения, от числа l ее мономе-
ров (рис. 5).

Короткие сегменты с  имеют конформа-
ции цепочки с исключенным объемом,  ~ l3/5.
Взаимодействия исключенного объема экрани-
руются при , и сегмент цепочки имеет
гауссовые конформации, . Число nz мо-
номеров блобов зависит от деформации сетки. В
случае изотропного сжатия сетки  совпа-
дает с числом мономеров  сегмента зацепле-
ний, а сегменты с  формируют FLG с
фрактальной размерностью . Число моно-
меров аффинного сегмента равно . При
одноосном растяжении сетки  увеличивается с

. Сегменты цепочки с  имеют
конформации вытянутых струн из FLG, для кото-
рых . Длинные сегменты с  имеют

гауссовые конформации с , описываю-
щие аффинную деформацию трубки, созданной в
условиях приготовления.

θ-растворитель. Р е ж и м  и з о т р о п н о г о
с ж а т и я  ( ). В условиях приготовления
сетки при концентрации полимера  сегменты
зацеплений различных трубок характеризуются
параметром перекрытия

(45)
Критерий Кавассалиса–Нуланди предполагает,
что сегменты цепочек сетки зацеплены, если па-
раметр перекрытия больше числа  [91, 92].
Разные сегменты зацеплений одной трубки не пе-
рекрываются друг с другом (рис. 4.1).

При сжатии сетки в θ-растворителе до объем-
ной доли полимера  сегменты зацеплений
трубок перекрываются друг с другом и образуют FLG
с фиксированным параметром перекрытия (45) на
масштабах, превышающих размер сегмента за-
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цеплений  в полимерном растворе с той же
объемной долей . В сжатом (deswollen) состоя-
нии сетки трубку зацеплений можно представ-
лять как последовательность сильно перекрыва-
ющихся FLG из  мономеров (уравнение (23)).
Размер такой трубки деформируется неаффинно

(46)

см. рис. 4.1a. Здесь  – диаметр трубки за-
цеплений в условиях приготовления сетки, см.
рис. 4.0,

(47)

Мы будем опускать индекс  в случае
изотропного сжатия сетки.

Р е ж и м  п е р е к р ы т и я  ( ) (рис. 4,
структура 1а). В сжатом состоянии сетки на мас-
штабе размера трубки зацеплений az (равном раз-
меру FLG) находится большое число

(48)

перекрывающихся FLG (рис. 4.1a). При не слиш-
ком сильном одноосном растяжении такой сетки
в  раз размер FLG не меняется:

(49)

1/2
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λ < λ < λc1z

−κ λ 2/3

λ < λc1z

λ < λ < λ c1,приz za a

а растяжение полимерной сетки происходит
только за счет уменьшения перекрытия (disinter-
penetration) ее FLG без изменения их общего чис-
ла и размеров. Данный режим заканчивается при
сильном одноосном растяжении сетки, ,
когда петлевые блобы более не перекрываются
друг с другом. При одноосном растяжении сетки
в  раз из нерастянутого состояния с 

 петлевых глобул (уравнение (44)), которые пе-
рекрывались друг с другом на масштабе  в сжа-
том состоянии с , перераспределяются при

 без перекрывания вдоль оси гауссовой
трубки зацеплений на длине .
Подставляя выражение (48) для числа κ перекры-
вающихся FLG в полученное равенство, мы нахо-
дим максимальное растяжение сетки в режиме
перекрытия

(50)

Отметим, что, несмотря на конечный интервал
коэффициента деформации  в этом режиме,

(51)

рассматриваемый режим перекрытия важен для
экспериментов, поскольку именно он описывает
линейную упругость сетки. Отметим, что в нем
упругий отклик сетки с большим числом зацепле-
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Рис. 5. Зависимость размера сегмента  от числа его мономеров l в атермическом растворителе (lg-lg шкалы):
1 – изотропное сжатие,  (черная сплошная линия), 2 – петлевой режим,  (синяя пунктирная линия),
3 – неаффинный режим,  (красная штрихпунктирная линия). Конформации цепочки на малых масштабах,

, не зависят от растяжения сетки. Числа под кривыми показывают критические индексы скейлинговых зависи-
мостей. Цвет кривых соответствует флуктуационным режимам на рис. 4.
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ний аналогичен упругому отклику фантомной
сетки без топологических зацеплений ее цепочек.

Такое “промежуточное набухание” критиче-
ски разветвленных полимерных гелей с уменьше-
нием перекрытия (disinterpenetration) их цепочек
без изменения размеров блобов было предска-
зано ранее в работе [93]. Как отмечено в ней,
данный эффект связан с высокой фрактальной
размерностью  сильно перекрывающихся
объектов, из которых состоят сетки в недефор-
мированном состоянии (  для FLG и 
для критически разветвленных полимеров). По
мере растяжения сетки структура объектов не ме-
няется, а их перекрытие уменьшается.

При  трубка зацеплений прини-
мает гауссовые конформации, соответствующие
аффинно-деформированной трубке, которая бы-
ла в условиях приготовления. Число мономеров
аффинного сегмента в этой трубке с диаметром

 (уравнение (42)) равно числу мо-
номеров, которое имел данный сегмент трубки в
недеформированном состоянии, . При
более сильном одноосном растяжении сетки (при

) петлевые блобы более не перекрывают-
ся, и растяжение сетки происходит из-за един-
ственного оставшегося процесса – увеличения
числа и уменьшения размера ξ петлевых блобов.

П е т л е в о й  р е ж и м  ( ) (рис. 4,
структура 2). В таком режиме число мономеров в
FLG , и ее размер равен

(52)

Для одноосно растянутого в  раз сжатого
геля решение уравнений (21), (52) и (23) для числа
мономеров петлевого блоба имеет вид

(53)

Аффинный сегмент представляет собой растяну-
тую струну из петлевых блобов с числом мономе-
ров (уравнение (23))

(54)

и размер трубки зацеплений становится равным

(55)

Н е а ф ф и н н ы й  р е ж и м  ( ) (рис. 4,
структура 3). Согласно уравнению (53), число мо-
номеров nz внутри FLG уменьшается с растяже-
нием сетки при , и фрактальная структура

> 2fd

= 3fd = 4fd

λ = λ λ 2/3
c1z

( )λ φ 2/3
sol 0z za a

 e0zN N

λ > λc1z

λ < λ < λc1 c2z

< e0zn N

< <
1 1
6 3
e e e0при .z z zr bN n N n N

λ > λz

( )λ λ < λ > λ λ 6/7 2/3
e0 c1 e0 c1/ приz z zn N N

λ  > λ > λ λ 


6
7

e0 e0 c1
c1

при ,z
z zN N N

λ  > λ > λ λ 


4
7

c1
c1

при .z
z za a a

λ > λc2z

λ > λc1z

таких петлевых блобов исчезает при некотором
 при выполнении условия

(56)
т.е. при

(57)

Сильное одноосное растяжение сетки, ,
описывается моделью неаффинной трубки с гаус-
совой статистикой блобов,

(58)

В этом случае решение уравнений (21) и (58) име-
ет вид

(59)

Число мономеров аффинного сегмента (см. урав-
нение (19)) линейно увеличивается с λz:

(60)

а диаметр трубки зацеплений (уравнение (22))
растет как 

(61)

Уравнения (60) и (61) являются обычными выра-
жениями для модели неаффинной трубки с гаус-
совыми цепочками. Соответственно уравнения (49),
(55) и (61) определяют свободную энергию (на
мономер) сжатой сетки, одноосно деформиро-
ванной в θ-растворителе

(62)

Здесь оставлен только главный вклад цепочек с
направлением максимального растяжения сетки.
Зависимость размера сегмента цепочки  от
числа его мономеров l в сжатом состоянии сетки
показана на рис. 6. Его основным отличием от
рис. 4 является наличие режима перекрытия пет-
левых блобов при малом одноосном растяжении
сетки.

Экспериментальные работы, в которых иссле-
довалась зависимость модуля упругости от кон-
центрации приготовления сеток, сшитых в рас-
творе, а затем подсушенных, обсуждались в рабо-
те [88]. Одноосная деформация таких сеток
исследовалась в работе [94]. Было показано, что
такие сетки демонстрируют высокую растяжи-
мость, достигающую , в результате
уменьшения расстояния между сшивками при
высушивании сеток, а также за счет малого коли-
чества захваченных зацеплений из-за низкой
объемной доли полимера в условиях сшивания.
Модуль упругости нерастянутых сеток опреде-
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лялся наличием в них временных зацеплений, ко-
личество которых уменьшалось с растяжением
сетки. При сильном растяжении временные за-
цепления не вносили вклада в упругость сетки, в
соответствии с качественным предсказанием тео-
рии, предложенной в данной работе. Количе-
ственное сравнение возможно при анализе экс-
периментов с сильно зацепленными сетками.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе рассматриваются поли-
мерные сетки (гели) с топологически зацеплен-
ными цепочками. При удалении растворителя
цепочки таких гелей из-за наличия топологиче-
ских ограничений сворачиваются во фракталь-
ные петлевые глобулы (FLG) [29]. Классический
подход статистической физики основан на введе-
нии гамильтониана, и мы вывели эффективный
гамильтониан (10) для описания фрактальной
структуры FLG. Отметим наличие двух эквива-
лентных подходов к этой проблеме: гамильтони-
ан модели дробного броуновского движения (5)
определяет суммарную энергию FLG и ее окру-
жения, в то время как гамильтониан FLG (10)
определяет только энергию глобулы. Мы исполь-
зуем второй подход, чтобы избежать многократ-
ного учета вклада окружения в свободную энер-
гию полимерной сетки.

Обсуждаемая нами аналогия между конфор-
мациями топологически (не)зацепленной цепоч-
ки и квантовой диффузией обобщает хорошо из-
вестную [15] аналогию между уравнением для ста-
тистической суммы цепочки и диффузионным
уравнением (или уравнением Шредингера). В от-
личие от уравнения Шредингера, квантовая
диффузия не может быть описана волновой
функцией. Данная аналогия демонстрирует на-
личие глубокой связи между топологическими
зацеплениями полимерной цепи с окружающими
ее цепями и “квантовыми зацеплениями” между
броуновской частицей и степенями свободы
внешней среды (система имеет квантовые зацеп-
ления, если ее вектор состояния в гильбертовом
пространстве не может быть представлен в виде
произведения векторов ее подсистем). Кванто-
вые зацепления широко изучаются в последнее
время. Следовательно, установление такой связи
открывает путь как для построения микроскопи-
ческой теории топологических зацеплений, так и
для применения методов теории полимеров для
изучения квантовых систем.

Деформация полимерных гелей с топологиче-
ски зацепленными цепочками описывается моде-
лью петлевой трубки [67]. Эффективный гамиль-
тониан данной модели равен сумме вкладов “бес-
конечной” зацепленной цепочки (14) и энергии
топологического потенциала (виртуальных цепо-
чек) [63]. Аналитическое решение модели может

Рис. 6. Зависимость размера сегмента  от числа его мономеров l в θ-растворителе (lg–lg шкалы): 1 – изотропное
сжатие,  (черная сплошная линия), 1a – режим перекрытия,  (зеленая сплошная линия), 2 – петле-
вой режим,  (синяя пунктирная линия), 3 – неаффинный режим,  (красная штрихпунктирная ли-
ния). Числа под кривыми показывают критические индексы скейлинговых зависимостей. Цвет кривых соответствует
флуктуационным режимам на рис. 4.
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быть получено по аналогии с работой [63]. Одна-
ко такой математический вывод скорее скрывает,
чем раскрывает физику топологических зацепле-
ний в полимерных сетках. Чтобы прояснить фи-
зический смысл полученных результатов, в этой
работе мы вывели их с помощью менее строгого,
но интуитивно понятного скейлингового под-
хода [9].

Модули упругости набухших, а также сжатых
при (частичном) удалении растворителя сеток
были вычислены в работе [87], а здесь мы пред-
ставили теорию одноосной деформации таких се-
ток. Модель петлевой трубки предсказывает, что
цепочки в трубках зацеплений деформированных
сеток вытянуты и имеют вид струн из блобов.
В сетках, набухших в θ-растворителе, блобы со-
стоят из гауссовых линейных цепей, а в сетках,
набухших в хорошем растворителе, они состоят
из перекрывающихся набухших цепей (из-за эф-
фектов исключенного объема).

При удалении хорошего растворителя из геля,
сшитого в полимерном растворе, цепочки в труб-
ке зацеплений принимают конформации фрак-
тальных петлевых глобул. Диаметр трубки равен
размеру таких глобул. В хорошем растворителе
FLG плотно упакованы в трубке, не перекрыва-
ясь друг с другом из-за сильного отталкивания их
мономеров, поэтому при анизотропном растяже-
нии сетки размер и число мономеров FLG умень-
шаются. При достаточно сильном растяжении
FLG полностью распутываются, и такая дефор-
мированная поджатая сетка описывается моде-
лью скользящей трубки [63].

При удалении θ-растворителя из геля FLG в
трубках зацеплений перекрываются друг с дру-
гом. В результате при слабом анизотропном рас-
тяжении сетки размеры и число мономеров FLG
остаются неизменными, уменьшается лишь их
перекрытие. При дальнейшем анизотропном рас-
тяжении уменьшается размер FLG, и они исчеза-
ют (распутываются) при сильном растяжении
сетки.

Таким образом, модель петлевой трубки поз-
воляет описать анизотропные и нелинейные де-
формации сильно зацепленных полимерных се-
ток. Она учитывает наличие как постоянных, так
и временных топологических зацеплений в сет-
ках. Постоянные зацепления, захваченные при
сшивании сетки, не исчезают при ее последую-
щей деформации, но их влияние уменьшается
при набухании сетки. Дополнительные зацепле-
ния, возникающие при удалении растворителя из
сетки, отличаются от захваченных и являются
временными. Временные зацепления сворачива-
ют цепочки сетки в FLG [80], но не передают ста-
тическое упругое напряжение в сетках.

Развитая в этой работе теория использует при-
ближение среднего поля для описания топологи-

ческих зацеплений в полимерных сетках. При
сильных растяжениях сеток перекрытие их цепей
уменьшается, и приближение среднего поля бо-
лее не работает. С учетом обсуждаемой здесь ана-
логии топологических и квантовых зацеплений,
для описания таких сеток могут быть полезными
методы, развитые при изучении квантовых сеток
[95]. К настоящему времени основные области
физики настолько переплелись друг с другом, что
дальнейший прогресс физики полимеров возмо-
жен только при понимании и проникновении в
проблемы соседних областей.
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